CHELNOKOV, Y. N. 
Quaternion methods and models of regular celestial mechanics and astrodynamics. Applied Mathematics and Mechanics (English Edition), 43(1), 21-80 (2022)» (https://doi.org/10.1007/s10483-021-2797-9). 
(Перевод названия статьи: «Кватернионные методы и модели регулярной небесной механики и астродинамики (механики космического полета)».

В статье речь идет о кватернионной регуляризации (устранении) особенностей (деление на ноль) классических уравнений небесной механики и механики космического полета, порождаемых гравитационными и другими центральными силами, с помощью использования четырехмерных переменных Кустаахеймо–Штифеля и других четырехмерных переменных, предложенных автором статьи, использования в качестве дополнительных переменных энергетических характеристик движения и реального времени, а также с помощью использования новой независимой переменной вместо реального времени (для регуляризующего преобразования реального времени). В настоящее время эта регуляризация и регулярные уравнения в переменных Кустаахеймо–Штифеля получили широкое распространение и применение в задачах прикладной небесной механики и астродинамики (в особенности у англоязычных исследователей).

Знаменитая регуляризация Кустаахеймо–Штифеля (Kustaanheimo, P.: Spinor regularization of the Kepler motion. Ann. Univ. Turku 73, 3-7 (1964), doi:10.1086/518165; Kustaanheimo, P., Stiefel E.: Perturbation theory of Kepler motion based on spinor regularization. J. Reine Angew. Math. 218, 204-219 (1965)) наиболее полно изложена в широко цитируемой книге «Stiefel, E., Scheifele, G.: Linear and regular celestial mechanics. Springer, Berlin (1971)». Регуляризация основывается на переходе от трехмерных декартовых координат к новым четырехмерным переменным Кустаахеймо–Штифеля (то есть, на переходе от трехмерного пространства координат к четырехмерному пространству). Поэтому естественно было использовать для такой регуляризации кватернионы Гамильтона (четырехмерные гиперкомплексные переменные) или четырехмерные кватернионные матрицы. Однако, Штифель и Шейфеле полностью отвергли эту идею, написав в своей книге (Stiefel and Scheifele 1971), что "Any attempt to substitute the theory of the KS matrix by the more popular theory of the quaternion matrices leads to failure or at least to a very unwieldy formalism" ("Любая попытка заменить теорию KS-матриц более популярной теорией кватернионных матриц приводит поэтому к неудаче или, во всяком случае, к очень громоздкому формализму"). Вместо хорошо известных в математике четырехмерных кватернионных матриц Штифель и Шейфеле в своей книге используют для построения теории регуляризации новые, введенные ими, четырехмерные квадратные матрицы, названные KS-матрицами.  

Автору статьи, по-видимому, впервые удалось опровергнуть эту точку зрения Штифеля и Шейфеле в работах: Челноков Ю.Н. К регуляризации уравнений пространственной задачи двух тел // Изв. АН СССР. Механика твердого тела. 1981. № 6. С. 12-21, Chelnokov, Yu. N.: On the regularization of the equations of the three-dimensional two body problem. Mechanics of Solids. 16 (2), 1-10 (1981); Челноков Ю.Н. О регулярных уравнениях пространственной задачи двух тел // Изв. АН СССР. Механика твердого тела. 1984.  № 1. С. 151-158, Chelnokov, Yu. N.: Regular equations of the three-dimensionaltwo-body problem. Mechanics of Solids. 19 (1), 1-7 (1984). В первой работе для регуляризации им были использованы кватернионные матрицы, а во второй – кватернионы.

Автором статьи были даны наглядные геометрические и кинематические интерпретации такого рода регуляризующих преобразований и разработана общая стройная теория построения регулярных кватернионных уравнений орбитального движения, соответствующих основным ньютоновским уравнениям небесной механики и астродинамики. Было показано, в частности, что четырехмерные переменные Кустаахеймо–Штифеля есть не что иное, как четырехмерные параметры Эйлера (Родрига–Гамильтона), нормированные с использованием расстояния от движущегося тела до центра притяжения. Эти параметры широко использовались и используются в настоящее время в механике для описания вращательного движения и до недавнего времени не использовались для описания орбитального (поступательного) движения. Из построенных автором статьи регулярных кватернионных уравнений следуют, как частные, регулярные уравнения Кустаахеймо–Штифеля. 

Известный ученый Вальдвогель (Waldvogel 2008) по поводу цитированного выше высказывания Stiefel и Scheifele о бесперспективности использования в теории регуляризации кватернионных матриц говорит (Waldvogel, J.: Quaternions for regularizing celestial mechanics: The right way. Celest. Mech. Dyn. Astron. 102 (1), 149-162 (2008)): "This statement was first refuted by Chelnokov (1981) who presented a regularization theory of the spatial Kepler problem using geometrical considerations in a rotating coordinate system and quaternionmatrices. In a series of papers, including Chelnokov (1992, 1999), the same author extended the theory of quaternion regularization and also presented practical applications." 
(Вальдвогель: Кватернионы для регуляризации небесной механики: истинный (верный) путь: "Это утверждение было впервые опровергнуто Челноковым (1981), который представил теорию регуляризации пространственной задачи Кеплера, используя геометрические представления во вращающейся системе координат и кватернионные матрицы. В серии статей (например, 1992 и 1999) тем же автором была расширена теория кватернионной регуляризации и приведены практические применения.")

Исследования Бордовицыной и ее коллег (с использованием канонической формы уравнений в переменных Кустаанхеймо–Штифеля), а также ряда зарубежных ученых показали качественные преимущества (в смысле точности численного интегрирования) регулярных уравнений в переменных Кустаахеймо–Штифеля перед уравнениями в декартовых координатах. Михаилом Логиновым, учеником автора статьи, выполнено численное интегрирование регулярных кватернионных уравнений движения спутника (материальной точки) в переменных Кустаахеймо–Штифеля (KS-переменных) в гравитационных полях Земли и Луны. Эти уравнения были построены автором статьи в рамках пространственной ограниченной задачи трех тел. Регулярные кватернионные уравнения показали значительно более высокую точность в сравнении с уравнениями в декартовых координатах: для круговой орбиты точность оказалась выше на 2 порядка, для возмущенных эллиптических орбит со средним эксцентриситетом – на 4 порядка, для возмущенной эллиптической орбиты с высоким эксцентриситетом – на 7 порядков.

Леви-Чивита (Levi-Civita) в отношениии своих попыток обобщить предложенную им знаменитую регуляризацию уравнений плоской задачи двух тел на пространственную задачу позже признал (Levi-Civita, T.: Sur la regularization du probleme des trios corps. Acta Math. 42, 99-144 (1920), doi:10.1007/BF02404404): "The problem in space has long resisted my efforts, as I tried to approach it by similar coordinate changes [. . . ]" ("Проблема в пространстве долго сопротивлялась моим усилиям, так как я пытался подойти к нему с помощью аналогичных изменений координат [...]". Stiefel и Scheifele (1971) в своей книги отмечали, что Леви-Чивиты приложил много усилий, чтобы найти обобщение своего метода регуляризации дифференциальных уравнений плоского движения в задаче двух тел на общую пространственную задачу двух тел, но безуспешно. В работе «Aarseth, S.J., Zare, K.A.: Regularization of the three-body problem. Cel. Mech. 10 (2), 185-205 (1974)» говорится, что из-за фундаментальных трудностей, первоначально разъясненных Хопфом (Hopf 1931) и Гурвицем (Hurwitz 1933), невозможно обобщить преобразование Леви-Чивиты к эквивалентному набору трехмерных переменных (на случай трехмерного пространства). ("Because of fundamental difficulties originally clarified by Hopf (1931) and Hurwitz (1933) it is impossible to generalize the Levi-Civita transformation to an eguivalent set of three-dimensional variables").

Тем не менее, автором статьи (Челноков Ю.Н. Кватернионная регуляризация в небесной механике и астродинамике и управление траекторным движением. II // Космические исследования. 2014. T. 52. № 4. C. 322-336, Chelnokov, Yu. N.: Quaternion regularization in celestial mechanics and astrodynamics and trajectory motion control. II. Cosmic Research. 52 (4), 304-317 (2014)) было показано, что регуляризация Леви-Чивиты может быть с успехом использована для построения регулярных уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел. Это было сделано им с помощью использования двухмерных идеальных прямоугольных координат Ганзена, регулярных двухмерных переменных Леви-Чивиты и кватерниона ориентации идеальной системы координат (это название системы координат, по-видимому, введено Deprit (1976)), в которой были записаны дифференциальные уравнения возмущенной пространственной задачи двух тел, а также с помощью использования в качестве дополнительной переменной кеплеровской энергии и использования новой независимой переменной. Компонентами кватерниона ориентации идеальной системы координат являются параметры Эйлера. Полученные уравнения имеют не только хорошо известные достоинства уравнений Кустаанхеймо–Штифеля (регулярность, линейность для кеплеровских движений), но и обладают своими дополнительными достоинствами. 

Эти и другие аспекты кватернионной регуляризации, рассмотренные в работах многих цитируемых ученых, изложены в статье «CHELNOKOV, Y. N. Quaternion methods and models of regular celestial mechanics and astrodynamics. Applied Mathematics and Mechanics (English Edition), 43(1), 21-80 (2022) (https://doi.org/10.1007/s10483-021-2797-9 ».


О регуляризации уравнений небесной механики и астродинамики (механики космического полета)

(Пояснения проблемы регуляризации)

Классические ньютоновские уравнения возмущенного движения материальной точки (например, астероида, космического аппарата, планеты) 
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в декартовых координатах x, y, z являются нелинейными и вырождаются в центре притяжения, когда расстояние r = 0 (в этих уравнениях постоянная величина 
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 выражается через гравитационную постоянную; 
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 – действующие возмущения). 

Особая точка r = 0  существенно снижает точность численного интегрирования уравнений движения материальной точки в окрестности центра притяжения, что оказывает негативное влияние на точность прогноза движения небесных и космических тел и на коррекцию орбитального движения аппаратов спутниковых навигационных группировок, например, «Глонасс». Устранение этой особой точки – предмет регуляризации классических ньютоновских уравнений движения небесных и космических тел.


Уравнения возмущенного движения материальной точки в регулярных четырехмерных переменных Кустаанхеймо–Штифеля 
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или, в кватернионной записи, вид
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Здесь h – кеплеровская энергия, 
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 – новая независимая переменная, величины 
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 выражаются через возмущения 
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; i, j, k – векторные мнимые единицы Гамильтона.


Эти уравнения дополняются дифференциальным уравнением первого порядка для кеплеровской энергии h и дифференциальным уравнением для реального времени t: 
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. Уравнения являются регулярными и не содержат особой точки r = 0.

Для невозмущенного кеплеровского движения материальной точки её уравнения в декартовых координатах принимают вид 
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и, по-прежнему, являются существенно нелинейными и вырождаются в центре притяжения.


Для невозмущенного кеплеровского движения материальной точки её уравнения в переменных Кустаанхеймо–Штифеля принимают вид линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами
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Эти регулярные уравнения для эллиптического кеплеровского движения в новом времени 
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 имеют вид уравнений движения четырехмерного одночастотного гармонического осциллятора, частота колебаний которого выражается через постоянную кеплеровскую энергию h и равна 
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 (для этого движения h < 0).

Как было показано автором статьи, для наиболее наглядного (с геометрической и механической точек зрения) получения регулярных уравнений пространственного возмущенного движения материальной точки в четырехмерных переменных Кустаанхеймо–Штифеля уравнения в декартовых координатах нужно записать во вращающейся системе координат (в так называемой неголономной системе координат) и использовать для описания её вращения в пространстве четырехмерные параметры Эйлера (Родрига–Гамильтона).

Автором статьи было также показано, что для получения регулярных уравнений пространственного возмущенного движения материальной точки с использованием двухмерных переменных Леви-Чивиты U0 и U3 нужно перейти от классических уравнений в трехмерных декартовых координатах к уравнениям в идеальных двухмерных координатах Ганзена. Для этого исходные уравнения движения необходимо записать в так называемой идеальной системе координат. При этом уравнения пространственного движения точки (трехмерные) принимают вид уравнений плоского движения точки (двухмерные), которые при наличии возмущений нужно дополнить кватернионным дифференциальным уравнением в параметрах Эйлера, описывающим вращение (ориентацию) в трехмерном пространстве идеальной системы координат.  

 Кватернионные регулярные уравнения возмущенного движения материальной точки в гравитационном поле, полученные автором статьи с использованием двухмерных переменных Леви-Чивиты, имеют вид
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]U

 – двухкомпонентный кватернион, составленный из переменных Леви-Чивиты (он описывает движение точки в идеальной системе координат), Λ – кватернион, который характеризует ориентацию идеальной системы координат в инерциальной системе координат, Λj – параметры Эйлера, P – двухкомпонентный кватернион действующих возмущений, 
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 – кватернион угловой скорости вращения идеальной системы координат (он является функцией переменных Леви-Чивиты и одной из компонент возмущения P), r – расстояние от точки до центра притяжения, 
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 – новая независимая переменная. 

Эти уравнения дополняются дифференциальным уравнением для кеплеровской энергии h. 

Для невозмущенного кеплеровского движения (когда P = 0) уравнения принимают вид
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Полученные автором статьи кватернионные регулярные уравнения возмущенного пространственного движения материальной точки, в которых используются переменные Леви-Чивиты и кватернион ориентации идеальной системы координат, образуют систему нелинейных нестационарных дифференциальных уравнений десятого порядка (такую же размерность имеют кватернионные регулярные уравнения в переменных Кустаанхеймо–Штифеля) и имеют все достоинства уравнений в переменных Кустаанхеймо–Штифеля: они регулярны в центре притяжения, линейны для невозмущенных кеплеровских движений, позволяют выработать единый подход к изучению всех трех типов кеплеровского движения, близки к линейным уравнениям для возмущенных кеплеровских движений, позволяют представить правые части дифференциальных уравнений движения небесных и космических тел в полиномиальной форме, удобной для их решения с помощью ЭВМ. 

Вместе с тем эти уравнения имеют существенные отличия:

1) Для невозмущенного эллиптического кеплеровского движения материальной точки эти регулярные уравнения движения эквивалентны уравнениям движения не четырехмерного одночастотного гармонического осциллятора, как в случае использования переменных Кустаанхеймо–Штифеля, а эквивалентны уравнениям движения двухмерного одночастотного гармонического осциллятора в переменных Леви-Чивиты. Квадрат частоты этого двумерного осциллятора равен половине кеплеровской энергии точки, взятой со знаком «минус». Кватернион ориентации идеальной системы координат, в которой  записаны эти уравнения движения, в случае невозмущенного кеплеровского движения остается во все время движения постоянным.
2) Для возмущенного (управляемого) движения материальной точки кватернион Λ ориентации идеальной системы координат является кватернионным оскулирующим элементом (медленно изменяющейся кватернионной переменной), что также является полезным свойством этих уравнений.
Недостаток этих уравнений: они не пригодны для исследования редко встречающихся прямолинейных траекторий (орбит) точки.
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